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具 R ( X) < 2的自反 Banach空间中的 M不动点性质

李晶婧 ,崔云安
(哈尔滨理工大学 应用科学学院 ,黑龙江 哈尔滨 150080)

摘　要 :对于 Banach空间中的两个有界闭凸集 ,首先引入一个新的度量 ,并且在这种新的度量

下重新定义非扩张映射 ,称它为 M非扩张映射 ,并且证明在一个自反的 Banach空间中 ,当 R ( X ) <

2时 ,它有 M不动点性质.

关键词 :M非扩张映射 ; 不变 ;渐进不动点序列 ; M不动点性质

中图分类号 : O177. 2 文献标志码 : A 文章编号 : 1007- 2683 (2009) 05- 0097- 03

M fixed Po int P rope rty in Reflexive Banach Space w ith R (X) < 2
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Abstract:W e first introduce a new metric between two bounded closed subsets of a Banach space and with this

new metric we redefind the nonexpansive mapp ing, which we callM 2nonexpansive mapp ing. It p roved that in a re2
flexive Banach space with R (X ) < 2 has the M fixed point p roperty.
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1　引言与预备知识

Banach空间中的几何性质和不动点性质有着

非常强的相互作用 ,特别是在度量不动点问题中 ,几

何性质起着关键作用.有时 ,为了描述这些几何性

质 ,最常用的方法就是定义一个实函数 ,

并且定义和这个函数相关的适当的系数 ,例如

文 [ 1 - 3 ]. J. Carcía2Falset在 [ 4 ]中定义了这样一个

系数 :

　　R (X ) : = sup{ lim
n→∞

inf‖xn + x‖: x, xn ∈BX ,

　　　　　　 n = 1, 2, ⋯, xn }

其中 , BX表示 Banach空间中的单位球面.这个系数

有很多特点 ,例文 [ 4, 5 ]中 X是有限维时 , R ( X ) =

1; R ( c0 ) = R ( l1 ) = 1

更重要的是它和不动点性质有着紧密联系 ,这

为我们研究不动点性质提供了一种新的方法 ,并且

可以证明在一个自反的 Banach空间中 ,当 R (X ) < 2

时 ,对于集值的 M非扩张映射 ,它有 M不动点性质.

为方便起见 , CB (X )和 2
X分别代表度量空间 X

的非空有界闭集族和 X的所有子集族.

定义 1　设 X为度量空间 ,一个集值 T: X→

CB (X )称作是 M L ip schitz映射 ,如果存在 λ≥0

使得

M ( Tx, Ty)≤λd ( x, y)　Π x, y∈X

其中 , M ( Tx, Ty) = sup{‖u - v‖: u∈Tx, v∈Ty}.

当λ = 1时 , T称作 M非扩张的 ,当λ < 1时 , T

称作 M集值压缩的.

定理 1[ 6 ]　设 (X, d)为完备的度量空间 , T: X→

CB (X )是一个集值压缩的 ,那么 T在 X中有不



动点.

从定理 1知如果 ( X, d )是一个完备的度量空

间 ,并且 T: X→CB ( X )为 M集值压缩时 , T在 X中

有不动点.

定义 2　 (X, d)为一度量空间 , T为从 X到 2X

的集值映射.一个序列 { xn }称为渐近不动点序列 ,

如果当 n→∞时 d ( xn , Txn )→0.

定理 2　K为 Banach空间中的一个有界闭凸

集 , T: X→CB (X )是 M非扩张映射 ,那么存在一个序

列使得 n→∞时 d ( xn , Txn )→0.

证明 :取 x0∈K. 选取一个序列 { kn }使得 0 < kn

< 1, kn→0.定义映射 Tn x = kn x0 + ( 1 - kn ) Tx,那么

对于每个 n, Tn都有一个不动点 xn. 从而 ϖ yn∈Txn

使得 n→∞时 , xn = kn x0 + ( 1 - kn ) yn. ‖xn - yn‖ =

kn‖x0 - yn‖→0,并且

0≤d ( xn , Txn ) = inf{‖xn - yn′‖: yn′∈Txn }≤

‖xn - yn‖→0

定义 3　设 X为 Banach空间 , T为从 X到 2
X的

集值映射. X的子集 K对于 T称作是不变的 ,如果对

于每个 x∈K, Tx< K.

定理 3　设 K为自反 Banach空间 X的一有界

闭凸集 ,如果 T: K→CB ( K)是 M非扩张映射 ,那么

存在一个子集 K0使其对于 T是最小的 ,也就是说 ,

K0中没有有界闭凸集使得它对于 T是不变的.

定义 4　设 X为 Banach空间 , B为 X一子集 , X

中的序列 { xn }对于 B 的渐近半径和中心分别定

义为 :

ra ( { xn } , B ) = inf{ lim
n→∞

sup‖xn - y‖: y∈B }

Za ( { xn } , B ) = { y∈B : lim
n→∞

sup‖xn - y‖ =

ra ( { xn } , B ) }

定义 5　称空间 X具有 M不动点性质 ,如果对

于 X的任意有界闭凸集和任意的 M非扩张映射 T:

K→CB ( K) ,有 Fix ( T)≠Á ,其中 Fix ( T) : = { x∈K,

x∈Tx}.

2　主要结果

在证明主要结果前 ,需要证明几个引理.

引理 1　K为 Banach空间 X一有界闭凸集 , T:

K→CB ( K)是 M非扩张的.假设对于 T, K是最小

的 , 并且 { xn } 为 K 的渐近不动点序列 , 那

么 Za ( { xn } , K) = K.

证明 :令 Za,ε ( { xn } , K) = { y∈K: lim sup‖xn - y‖

≤ra ( { xn } , K) +ε}

容易验证 Za,ε ( { xn } , K)是非空、闭和凸的 ,往

证它对于 T是不变的. 因 { xn }是一渐近不动点序

列 ,从而存在 yn∈Txn ,使得当 n→∞时 , ‖xn - yn‖

→0.

取 y ∈ Za,ε ( { xn } , K ) , 那么 y ∈ K 并且

lim
n→∞

sup‖xn - y‖≤ra ( { xn } ) +ε

对于每一个 y′∈Ty,有 :

‖xn - y′‖ =‖xn - yn + yn - y′‖≤

‖xn - yn‖ +‖yn - y′‖≤

‖xn - yn‖ +M ( Txn , Ty)≤

‖xn - yn‖ +‖xn - y‖

当 n趋于无穷大时 ,

lim
n→∞

sup‖xn - y′‖≤ra ( { xn } , K) +ε,由ε的任

意性 , 　y′∈Za,ε ( { xn } , K) ,故 Za,ε ( { xn } , K)对于 T

是不变的 K的最小性意味着 Za,ε ( { xn } , K) = K,

并且

Za,ε ( { xn } , K) =∩ε> 0 Za,ε ( { xn } , K) = K

引理 2　设 X为自反的 Banach空间 , K为 X的

一个有界闭凸集 , T: K→CB ( K)是 M非扩张的.若 K

对于 T是最小不变子集 ,并且 { xn }是一渐近不动点

序列 ,那么 ,对于每个 y∈K,有

lim
n→∞
‖y - xn‖ = diam ( K)

证明 :因为 T ( K) < K,从而有 co ( T ( K) ) < K.

由此 co ( T ( K) )是 K的一个有界闭凸集 ,并且对于 T

是不变的. K的最小性意味着 K = co ( T ( K) ) .又 K

是自反 Banach空间中的一有界闭凸集 ,故 K是弱紧

的 ,从而 Z ( K)是一非空集. 令 x∈Z ( K) ,对任给的

y∈K,有‖x - y‖≤r( K) .

对任给的 x′∈Tx, y′∈Ty有 :

‖x′- y′‖≤M ( Tx, Ty) ≤‖x - y‖≤r( K) .

因此 T ( K)包含在闭球 珔B ( x′, r ( K) )中 ,这意味

着 coT ( K) = K<珔B ( x′, r( K) )

故 sup{‖y - x′: y∈K‖}≤r( K)

因而 x′∈Z ( K) ,即 Tx< Z ( K).

下证对每一个 y∈K有

lim sup
n→∞
‖y - xn‖ = diam ( K)

事实上 ,假设存在 y∈K使得 lim sup
n→∞
‖y - xn‖

< diam ( K) ,令 , r = lim sup
n→∞
‖y - xn‖, d = diam ( K)

并且考虑集族 珔B ( Z, r + d /2)∩K: Z∈K .选取 0 <

ε< ( d - r) /2,由引理 1对于 Π z∈K,有 lim sup
n→∞
‖xn

- z‖ = r. 因此 ,对于 K的任意有限集 { z1 , z2 , ⋯,

zk } ,存在某个正整数 N使得对于每一个 i = 1, 2⋯k,
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‖xn - zi‖≤ r +ε= ( r + d ) /2成立 .故 xn∈珚B ( zi ,

( r + d ) /2 ) ,由 K的弱紧性意味着存在 x0 ,使得

x0∈∩
z∈K
珚B ( zi , ( r + d ) /2 ) . 并且这个点不是直径

点 ,因为

sup
z∈K
‖z - x0‖≤ ( r + d) /2 < d = diam ( K)

矛盾.如果对于某些 y∈K有 lim inf
n→∞
‖y - xn‖ < di2

am ( K)那么存在 { xn }的子列 { yn }使得

lim
n→∞

sup‖yn - y‖ = lim
n→∞

inf‖xn - y‖ < diam ( K)

同理得到一个矛盾 ,因为渐近不动点序列的子

列仍是渐近不动点序列.

引理 3　设 X为一自反的 Banach空间 , K为 X

的一有界闭凸集 , T: K→CB ( K)为 M非扩张映射.若

K对于 T是最小的 , diam ( K) = 1并且 { xn }对于 T为

一弱零的渐近不动点序列.那么 ,对于 Πε> 0,存在

K中的一个序列 { zn }使得

1) { zn }弱收敛于 K中的一点 z;

2) 对于每个 n∈N , ‖zn‖ > 1 -ε;

3) ‖zn - zm‖≤
1
2

;

4) lim supn‖zn - xn‖≤
1
2

.

证明 :令 0∈K. 若 {wn }为 K的一渐近不动点序

列. 由引理 2知 limn‖wn‖ = 1. 因此 ,对于每个ε

> 0,存在δ(ε) > 0使得当 x∈K时 , ‖x‖ > 1 -ε,

并且 d ( x, Tx) <δ(ε) . 否则 ,存在ε0 > 0.对于每个

n∈N对于 T可以找到 wn∈K并且有 d (wn , Twn ) <

1
n

, ‖wn‖≤1 -ε0. 因此 {wn }为 K中的一渐近不动

点序列.并且满足 lim supn‖wn‖≤1 -ε0. 令ε> 0,

选择 r <m in{ 1,δ(ε) } ,并且对于每个 n∈N ,定义映

射 Tn x = (1 - r) Tx +
r
2

xn. 因此对于每个 n, Tn都有

一个不动点 Zn. 故对每一个 n, m ∈N ,存在 zn , zm

使得

zn∈Tn zn = (1 - r) Tzn +
r
2

xn

zm ∈Tm zm = (1 - r) Tzm +
r
2

xm

因此存在 zn′∈Tzn , zm ′∈Tzm使得

zn = (1 - r) zn′+
r
2

xn

zm = (1 - r) zm ′+
r
2

xm

　‖zn - zm ‖ =‖ (1 - r) zn′+
r
2

xn - (1 - r) zm ′-

r
2

xm ‖≤ (1 - r) ‖zn′- zm ′‖ +

r
2
‖xn - xm‖≤(1 - r)M (Tzn , Tzm ) +

r
2
‖xn - xm‖≤(1 - r)‖zn - zm‖ +

r
2
‖xn - xm ‖

由此 ,

r‖zn - zm ‖≤
r
2
‖xn - xm‖≤

r
2

并且对每个 n, m∈N ,

‖zn - zm ‖≤
1
2

因 { xn }是渐近不动点序列 ,故当 n→∞时 d ( xn ,

Txn )→0,于是存在 yn∈Txn使得当 n→∞时 ‖xn -

yn‖→0

　　‖zn - xn‖ =‖ (1 - r) zn′+
r
2

xn - xn‖ =

‖ (1 - r) zn′- (1 - r) yn +

(1 - r) yn +
r
2

xn‖≤

(1 - r)‖zn′- yn‖ + (1 - r) ×

‖yn - xn‖ +
r
2
‖xn‖≤

(1 - r)M ( Tzn , Tzm ) +

(1 - r)‖yn - xn‖ +
r
2
‖xn‖≤

(1 - r)‖zn - xn‖ + (1 - r) ×

‖yn - xn‖ +
r
2
‖xn‖

从而‖zn - xn‖≤
1
2

+
r

1 - r
‖xn - yn‖

当 n→∞时取其上确界的极限 ,可得 4) .

d ( zn , Tzn ) = inf (1 - r) zn′+
r
2

xn - yn′: yn′∈Txn ≤

(1 - r) zn′+
r
2

xn - zn′ =

r zn′-
1
2
≤r≤δ(ε)

因此 { zn }满足 ( ii)

因 K为自反 Banach空间的有界闭凸集 ,故 K

为弱紧的 ,由此 { zn }满足 1) .

故可以找到一个序列满足 1) - 4) .

现在证明主要结果.

定理 3　设 X是一自反的 Banach空间并且

(下转第 104页 )
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取 { xn i
} < { xn } , { yi } < F,使得 ‖xn i

- yi‖≤

2 - i
.由文 [ 3 ]中的定理得 { yi } < F是 Cauchy列且收

敛 ,设 yi→y,由于 F是闭集 ,所以 y∈F且 xn i
→y;而

lim
n→∞
‖xn - x

3 ‖存在 ,所以 lim
n→∞
‖xn - y‖ = 0, y∈F.

证毕.
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R (X ) < 2,那么 X有 M不动点性质.

证明 :若 X没有 M不动点性质 ,那么可以找到

一个有界闭凸集 K使得 diam ( K) = 1,并且对于某一

集值的 M非扩张映射是最小不变的且存在 { xn }为

K中的渐近不动点序列.因 K为自反 Banach空间的

有界闭凸集 ,故 K为弱紧的 ,因而可假设 { xn }是弱

收敛的 ,由平移关系 { xn }是弱零的.考虑序列 { zn } ,

并且 { zn }满足引理 3中的 1) ～4) .如需需要 ,可以

取其一子列 ,并且假设 limn ‖ zn - z‖存在. 并有

lim
n
‖zn - z‖≤lim

n
sup lim

m
‖zn - zm ‖≤

1
2

.可以选择

η > 0使得ηR ( X ) < 1 - R ( X ) /2.对于足够大的 n,

有‖zn - z‖≤1 /2 +η, ‖z‖≤ lim infn→∞‖zn - xn‖

≤1 /2.因此

zn

1 /2 +η
=

zn - z

1 /2 +η
+

z
1 /2 +η
≤R (X )

故 lim supn→∞‖zn‖≤R ( X ) ( 1 /2 +η) < 1与

0∈K矛盾.
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